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em geometrias complexas 
On the numerical modeling of the respiratory function 
in complex geometries 
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RF:SUMO 
A influcncia de uma estenose de forma co-sinusoidal sobre o 
cscoamcnto de ar e sobre a dispersiio de um elemcnto contaminante no 
interior de uma via respiratoria e analisada por via teorica. 0 
processo de calculo consiste na integral,!iiO numcrica das equa~oes de 
conserva~;iio de massa, de quantidade de movimento, de especies 
quimicas e de quantidades ligadas ao transporte turbulento, formula-
das num sistema de coordenadas curvilineas niio-ortogonais, facilmen-
te adaptavel a dominios de geometria complexa. 
Palavras-chave: escoamemo turbulento, integra~ao numerica, coordena-
das curvilineas. via respirat6ria. estenose. 
A BSTRACT 
T he influence of a cosine-shaped a irway stenosis upon the air flow 
and the dis person of a pollutant is theoretically analised. The calculati-
• Departamento de Engenhana Mecan1ca - F.C.T.U.C .. Univcrs1dade de Co1mbra, 3000 Co1mbra. Ponuga1 
• • Centro de Pneumo1ogia Umvers•dade de Coimbra. 3000 Coimbra, Ponugal 
Recebido para publica~o: 97.11.12 
Accitc para publica~ao : 97.12.4 
Janeiro/Fevereiro 1998 Voi.IVN° I 5 
REVISTA PORTUGUESA DE PNEUMOLOGIA 
on procedure is based on the numerical integration ~f the eq~ations 
representing conservation of mass, momentum, chemu:al spectes an~ 
turbulent quantities. Bounda ry-fitted, nonorthogonal general curvi-
linear coordinates ar e adopted for the problem formulation. 
Key-words: turbulent airflow. numerical integration, boundary-fitted 
coordinates, airway. stenosis. 
I.INTRODU<;AO 
Com a evoluc;ao das tccnicas computacionais, a 
modelac;ao por via numcrica tern vindo a assumir 
importancia crescente na analise dos fen6menos de 
escoamento envolvidos nas func,:oes respirat6ria ou 
circulat6ria, em condic;oes normais ou patol6gicas. Na 
verdade, a litcratura reccntc tcstcmunha urn esforc;o 
consideravel descnvolvido neste ambito. podcndo 
eitar-sc. a titulo de cxcmplo. os trabalhos de Deshpan-
dc e1ol. ( 1976 ), Rastogi ( 1984 ). Karki ( 1986 ), Karki 
c Patankar ( l988.b), Davidson e Hedberg ( 1988), 
Davidson ( 1989). Morais e Oliveira ( 1992). 
A compreensao fisica e a capacidade de previsao 
de lcn6menos como a resistcncia aerodinamiea ou o 
transpone de urn poluente pelo ar inalado resulta 
significativamente dificultada pela complexidade 
mortol6gica das vias respirat6rias. Uma forma eficien-
te de encarar este aspecto no estudo te6rieo da func;ao 
respirat6ria consiste na adopc,:ao de urn sistema de 
coordenadas curvilineas. Essa metodologia c seguida 
no prescntc trabalho. 
Com a linalidadc de analisar a intlucncia de para-
metros de natureza geomctrica e dim1mica no escoa-
mento de ar atravcs de uma via respirat6ria afectada 
pcla ocorrencia de uma estcnose. foi desenvolvido urn 
c6digo de calculo a partir da metodologia dcscrita por 
Karki c Patankar ( 1988) para escoamentos em regime 
laminar. A geometria considerada c uma conduta de 
secc,:ao recta circular com uma constric,:ao axissimetri-
ca. Esta ultima e representada por recurso a uma 
func;ao co-seno, por forma a respeitar o caraeter 
gradual da variac;ao de secc;ao transversal, caracteristi-
co de uma estenose. A modelac,:ao recorre a urn siste-
ma de eoordenada~ curvilineas nao ortogonais. em 
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con,iugac,:ao com uma formulac;ao do tipo volume de 
controlo. As componentes fisicas covariantes da 
vclocidadc. loealizadas nos nodos de urn sistema de 
malha desviada, foram seleccionadas enquanto varia-
veis dependentcs das equac,:oes de conservac;ao de 
quantidade de movimento. A presente metodol~gia 
inclui, em relac;ao a de partida, duas modificac;ocs 
adicionais: as condic;oes de regime turbulcnto, quando 
ocorrem, sao representadas atraves de urn modelo de 
tipo k-E, val ido para baixos valores do numcro de 
Reynolds; o transporte de uma especie qui mica neutra 
ou a ocorrencia de uma perturbayao tcrmica, proveni-
entes de uma fonte Localizada na entrada do tubo, 
podem tambcm ser objeeto de analise. Os resultados 
de calculo sao reprcsentados num plano axial atravcs 
da configurac;ao de linhas de corrente, de vectores-
vclocidade e de linhas de isoconcentrac;ao. 
2. MODELO MATEM ATICO 
A forma da equac;ao que traduz a conservac;ao, 
num meio tluido de massa volumica p, de uma dada 
propriedade de densidade massica <t> c difusividade 
molecular r <l>, escrita em coordenadas cartesianas x; 
(i= 1,2.3) para condi~oes de regime pcrmanente, e dada 
por (cf.e.g. Bird et a/. ( 1960), Oliveira ( 1989): 
em que ui designa a componente cartesiana da veloci-
dade do fluido segundo a direcc,:ao i (i=1,2,3) e S<t> 
representa uma fonte volumica. A espeeifica~ao de <t> 
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sera fun~ao da propriedade considerada. Assim, (I) 
podera representar a conserva~ao de massa ( <t> = I), de 
quantidade de movimento (<f>=Uj), de uma especie 
quimica de concentra~ao massica cA ( <t> =c.J, da 
energia cinetica turbulenta k (<f> =k) ou da correspon-
dente taxa de dissipa~ao (<f> =t), etc. 
As coordenadas cartesianas nao sao vocacionadas 
para descrever as fronteiras de urn dominio de forma 
irregu lar. Para que o dominio do modelo matematico 
sc possa ajustar com rigor ao dominio fisico em 
aprc~o, a equa~ao ( 1) de vera scr, en tao, expressa em 
tcrmos de urn sistema de coordenadas curvilineas 
~U= I ,2,3), elas pr6prias fun~oes de x;: 
(j = 1,2,3) (2) 
A transforma~ao de coordcnadas e efectuada com 
base na conhecida "rcgra da cadeia" (A representa urn 
escalar generico ): 
(3) 
(a) 
Como resultado, obtem-se uma nova equa9ao geral 
de conserva~ao: 
1 f a ( 0 , _ r f ~ .1 . acp ) = s 
.fi {:: a~· P 4> • tt "gg a~ I • c 4) 
em que (g) 1P design a o Jacobiano da transforma~ao, g11 
e 0 elemento (i,l) do tensor mctrico contravariente e ui 
rcpresenta a componente i do vector velocidade 
contravariante (a exposi~ao exaustiva do desenvolvi-
mcnto conducente a (4) encontra-sc disponivel em 
Morais c Oliveira ( 1992) e Morais ( 1993)). 
3 - INTEGRA<;:AO NUM ERICA 
A complcxidadedacqua~ao difercncial (4) inviabi-
liza a sua integra~ao analitica. A solu9ao sera, em 
alternativa, obtida por via numcrica no espaco trans-
fonnado (~j = ~. T), (, na figura l.b), sendo, depois, os 
resultados obtidos transfonnados de volta para o 
espaco fisico (~;=x, y, z na figura l.a). 
I 
I 
I 
}- - --
~21 ~---/ 
~ 
(b) 
Fig 1- A transfonna~o de coordenadas. (a): espa~o tisico de origem; (b): espaco transfonnado, ou computacional. 
Janeiro/Fevereiro 1998 Vol. IV N" I 7 
REVISTA PORTUGUESA DE PNEUMOLOGIA 
Todo o processo de resoluy~o e, deste modo, 
efectuado num dominio de tipo cartesiano (figura l.b), 
podendo, cn~o. ser usados para o efcito algoritmos 
simples. bern conhecidos c testados. 
No ambito da integrac;~o numerica, o domfnio de 
calculo c representado por urn numero fin ito de pontos 
nodais, sendo este processo designado por discretiza-
~- Correspondentemcntc, as equac;oes represcntati -
vas do modelo matematico sao discretizadas atravcs da 
rcalizac;ao de medias aplicadas a pequenos volumes de 
controlo que envolvem os pontos nodais (metoda dos 
os volumes finitos). Como resultado da discretizac;ao, 
a equac;ao as derivadas parciais (4) c aproximada pela 
expressao algcbrica equivalente: 
.1 
aP<I>P = I, (a,_,<I>H + a,~,<l>r+r) + bo 
t=l (5) 
l!m que cada valor nodal <j>P c relacionado com os 
valorcs de <I> dos nodos que. na redc de discretizac;ao, 
I he sao vrzinhos <I> 1•1• <I> "' (I= 1,2,3 }, atravcs de 
coeficientes de ponderayao aP, a1•1, a11 i• sendo b<l> o 
resultado da discretizac;ao do termo fonte de (4). 
A discrctizac;ao dos tennos de incrcia e viseosos em 
(4) resullou da aplicayao de uma lei de potcncia (cf. 
Patankar ( 1980)). A soluc;~o de (5) foi obtida porum 
Lc 
ir 
I 
i xs ~ 
I 
metodo de iteray~o linha-a-linha, associado ao algorit-
mo TDMA. 0 campo de velocidade foi representado 
por uma malha desviada e a interligayao pressao-
velocidade simulada atraves do algoritmo global 
STMPLEC. Todo o processo de integrac;~o se encontra 
desenvolvidamente descrito nos trabalhos, acima 
rcferidos, de Morais e Oliveira ( 1992) e Morais ( 1993 ). 
4 - RESULT ADOS E Dl CUSSAO 
A configurayao de calculo, esquematizada na 
figura 2, eonsiste numa conduta com secyao recta 
circular de·raio Ro. local mente afectada pela sobrepo-
sic;ao de urn contomo em forma de co-seno com altura 
Hr. Pretcnde-se, com cia, modelar o cfeito, sobre o 
cscoamento dear, de uma estenose numa via respira-
toria, em condic;oes de axissimetria. 0 cspayo fisico e. 
pois, descrito em termos de um sist<;ma de coordena-
das cilindricas {x, r, 8), scndo nula qualquer dcpen-
dcncia em ordem a e. 
Todos os calculos foram, assim, cfectuados em 
mctadc de urn plano axial, por recurso a uma redc de 
discrctizac;ao constitufda por 52x27 nodos irregular-
mente distribuidos segundo as direcyocs axial e radial, 
rcspectivamcntc, de modo a garantir resoluc;ao sufici-
cnte nas regiocs de mais clcvados gradientes (Fig. 3). 
X 
Fig 2 - A configura~ao de caJculo. 
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-2 0 2 4 6 X I 
Fig 3 - Rcprcscma~ao da rede de discretiza~o no espaco f1sico. X'-x/L0 Y=y/1-lc (cf. Fig. 2). 
0 padimetro que traduz a relac;ao entre as forc;as de 
increia e as de viscosidadc c o conhecido numero de 
Reynolds, Re: 
Re = 2pVRo 
J.1. (6) 
em que V rcpresenta a vclocidade media do escoamen-
to c 1-1 a viscosidadc dinamiea do fluido. No ambito da 
func;ao rcspirat6ria, o valor daquclc paramctro varia 
tipicamcntc entre I o·2 c 7x I 04 (cf. Lima c Botelho 
(1992)). 
A validac;ao do mctodo foi efectuada por compara-
c;ao dos resultados de calculo com previsoes numeri-
cas obtidas por outros autores (Deshpande et a/. 
( 1976), Rastogi (1984), Karki (1986), Karki e Patan-
kar ( 1988.b), Davidson c Hedberg ( 1988), Davidson 
(1989)) c tambcm com resultados experimentais 
(Young c Tsai ( 1973), Deshpandc e Giddens ( 1980) ), 
rclatados na litcratura para o mesmo de tipo de confi-
gurac;ao de cscoamento. Em particular, a escolha do 
modclo de turbulcncia mais adequado as condic;oes 
visadas rcsultou de uma analise comparativa sistemati-
ca, cfcctuada por rccurso a vanos modelos, incidindo 
sobre a localizac;ao axial dos pontos de separayao e de 
recolamento, rcpresentados na figura 2 por Xs e XR, 
respcctivamente e tambem sobre a queda de pressao 
originada pela estenose (cf. Morais ( 1993)). Os 
resultados mais favoniveis foram obtidos atraves do 
modelo k-t de Nagano e Tagawa ( 1990), valido para 
baixos valores do numero de Reynolds. De forma 
resumida, a validac;ao revelou-se plenamente satisfa-
t6ria para condic;oes de regime laminar e francamente 
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turbulento, nao tendo, cntrctanto, sido possivcl obtcr 
urn born acordo na zona intcnncdia dcfU1ida por I .8 
x I 03 ~ Re ~ 6 x I 03• 
Decorrentc da analise parametrica efectuada, e 
desenvolvidan1cnte dcscrita por Morais ( 1993), 
aprescnta- e, seguidamcntc, urn eonjunto de resultados 
considerados rcprescntativos. 
4. 1 - Configura~ao doe coamento 
A configurac;ao das linhas de corrcnte e usada na 
Fig. 4 para ilustrar a dcpcndencia do escoamcnto em 
func;ao do nt:1mero de Reynolds. A zona de recircula-
c;ao originada pcla cstcnosc c dclimitada pela linha de 
corrcntc ljJ - 0. E patentc uma acentuada in fluencia 
daquclc para metro nos casos de regime laminar (Fig.4 
a, b), com urn aumento significativo da extensao da 
referida zona para va lorcs crcscentes de Re. Essa 
inf1ucncia toma-sc comparati vamcntc diminuta com a 
passagem a regime turbulento (Fig.4 c. d). 
A influcncia da rclacao de bloqueio, originada pela 
perturbac;ao c dcfinida como sendo .A = ( 1-( 1- HcfRo)~ 
x I 00%, c ilustrada na Fig. 5 para o caso de regime 
laminar (Rc=SO). 
A dependcncia e scnsivel, limitando-se o escoa-
mcnto. no caso da menor obstruyao, a contomar o 
obstaculo scm que ocorra separac;ao (Fig. Sa). A 
influencia da rclac;ao de bloqueio revelou-se igualmen-
tc importantc para os casos de regime turbulento 
analisados (cf. Morais ( 1993) ). 
A extensao longitudinal da perturbac;ao pode ser, 
tambem, em ambos os regimes laminar e turbulento, 
determinantc para a extensao da zona de recirculac;ao. 
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X 
(c ) 
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Y~_· ~~~iii  0.87S 
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-2 0 ·0.03:; . 2 4 6 
(d ) 
Fig 4 - lntlucncia do numero de Reynolds sobrc a configurayao das linhas de corrente do escoamento. 
(a): Rc=50. (b): Rr= IOO, (c): Re= IO~. (d): Rc=3xl04. X=x/L0 Y=y/Hc(cf. Fig. 2). 
X 8 
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(a) 
y 
I "'zO O.llS 0 ' , . I , .,. . 
-2 -1 0 -0.0001 2 3 X 4 
(b) 
y:~~ ~~~. ~ 0.1~ 0.87S 
I 
4 -2 -1 0 2 3 X 
(c) 
Fig 5 - Lnfluencia da reJa~.ao de bJoqueio sobre a configura~ao das linhas de correme do escoamento, em regime laminar (Re~SO). 
(a): A= 55.6%, (b): A= 75%, (c): A 89%. Ld R0=4. X=x/L0 Y=y/Hc (cf. Fig. 2). 
A titulo de exemplo, apresenta-se na Fig. 6, a configu-
ra~ao das linhas de corrente para valores constantes do 
numero de Reynolds (Re= I 04) e da rela~ao de bloque-
io (A.= 75%), variando a referida extensao axial. De 
notar, no entanto, que, em termos da coordenada real 
x (recorde-se que X = x/Lc , cf. Fig. 2), a posi9ao 
calculada para os 'pontos de recolamento e muito 
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semelhante nos tres casos da figura, tendendo XR a 
crescer com a dimensao axial da obstrus:ao. 0 conjun-
to formado pela estenose e pela zona de recircula~ao 
por ela gerada apresenta, assim, a jusante de X=O, 
dimensoes muito pr6ximas naqueles tres casos. 0 caso 
laminar nao introduz modificas:oes senslveis em 
relas:ao a este comportamento ( cf. Morais ( 1993) ). 
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21=·-·-·-·-·-·---·-·---·-·-·--------------- ------
y 0.17S 
l ; L ~ ~ • 
o' 0.125 I I 
-2 -1 0 2 3 X 4 
(a) 
X 
(b ) 
~-.-·- ·-·-·-·-·-·-·-·- ·-·-·-·-·-·-·-·- · - ·-·-·-·-·-
y 0.&·~ 
1...: 
0.1::.5 
0 ' 
. ' ' 
0 4 8 12 X 16 
le i 
f"il! 6 - lntlucncia da c.:xtc.: nsau longitudinal da c.:stc.:nosc sobrc a conligurar,:au das linhas de corrcnte do escoamento. em regime 
turhulc: nhl (Rc I 01. }.. 75%). (a ): L~IR,,-4. (b): L/Rn 2 (c): L~/R11 I . X- x!L,, Y-y/Hr (cf. Fig. 2). 
4.2 - Dispersao de urn contaminante 
Uma vez que as zonas de recircula~o se encon-
tram virtual mente separadas do escoamento principal, 
os fenomenos de transferencia que ocorrem atravcs da 
"fronteira" delimitadora (linha de COrrente lJI = 0) sao 
de natureza difusiva, nao ocorrendo efeitos convecti-
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vos. Serao essas, entao, as regioes preferenciais de 
acumula~o de sedimentos, que, com a sua aderencia 
parietal, promovem o aumento da obstru~o verificada 
na via respiratoria. Tal meeanismo de reten9ao assume 
importancia deterrninante no caso do aparelho respira-
t6rio, em particular na dispersao de aeross6is, usados 
para efeitos terapeuticos, e tambem na de elementos 
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poluentes. Oeste modo se justifica o interesse no 
conhecimento da influencia de uma estenose sobre a 
referida dispersao. 
Na presente analise preliminar, e considerada a 
mistura de ar com um contaminante gasoso, di6xjdo 
de enxofre ou anidrido sulfuroso (S02), em solur;:ao 
diluida. Dado o canicter dilufdo da solur;:ao, este 
componente quimico foi considerado como passivo, 
sendo o calculo da sua concentrar;:ao apcnas efectuado 
ap6s ter sido concluJdo o do escoamento de base. 
Na representar;:ao gratka que sc segue, sao consi-
deradas as linhas de isovalor da fTacr;:ao molar norma-
lizada XA do soluto (S02), definida a partir da corres-
pondente fracr;:ao molar xA atraves de XA=x" I (xA) 
ln.ixsendo (xJmnx 0 valor maximo corrcspondente a 
injecr;:ao na entrada no dominio. Aqui. a cmissao do 
contaminante c efectuada de modo unifonne no 
interior de um circulo de raio R~::. concentrico com o 
tubo, de acordo com: 
{
XA = 1, jrj ~ RE (Ro- RE ~ y ~ R0) 
XA = 0, RE < jrj ~ Ro (0 ~ y < R0 - RE) (7) 
As zonas mais escuras denotam maior concentra-
r;:ao. Para correlacionar a dispersao com a imporulncia 
relativa da zona de recircula~o. a linha de corrente ljJ 
= 0 encontra-se representada a trar;:o interrompido, em 
cada urn dos gnificos. 
Na Fig. 7, encontra-se esquematizado o efeito do 
numero de Reynolds sobre a dispersao do contaminan-
te. Nos dois casos de regime laminar (Fig. 7a, b), as 
baixas velocidades do escoamento, em particular na 
vizinhanr;:a da parietal, diio origem a que os efeitos 
difusivos se sobreponham aos convectivos, promoven-
do uma rnpida dispersiio ate a parede, mesmo antes de 
ser atingida a obstrur;:ao. Pelo contnirio, em condir;:oes 
turbulentas, as velocidades elevadas, em conjugar;:ao 
com a forte acelerar;:ao do escoamento, que se esten-
dem praticamente ate a parede, deterrninam uma 
dispersao claramente mais reduzida ate ser atingido o 
estrangulamento. Na zona divergente da estenose. com 
a desacelerar;:ao do escoamento. os efeitos difusivos e 
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as tensoes de Reynolds assumem maior importancia, 
permitindo, em geral , uma mais acentuada dispersao 
do que a verificada no caso laminar. As diferenr;:as 
registadas com a variar;:ao do numero de Reynolds em 
regime turbulento sao claramente menos significativas 
do que em regime laminar. 
A intluencia da relar;:ao de bloqueio sobre o efeito 
de dispersao e esquematizada na Fig. 8, para condi-
r;:oes de regime turbulento. Verifica-se sera dispersao 
tanto mais importante quanto maior for a relar;:ao de 
blocagem,ja que sao tambem mais elevados os gradi-
cntcs advcrsos de pressao e, consequentemente, as 
dimcnsoes da zona de recircular;:iio. Este efeito e 
menos sensivel no caso laminar, e em particular para 
os baixos valores do nt1mero de Reynolds, com os 
efcitos difusivos acrescidamente importantes, e com 
cles uma forte tendencia para a rapida urufonniza9ii0 
do contaminante em todo o dominio (cf. Morais 
(1993)) 
Por ultimo, esqucmatiza-se, na Fig. 9, o efeito que 
o raio de emissao, a entrada do dominio, exerce sobre 
a conccntravao do contaminante nas restantes regioes. 
Como seria de esperar, a um maior raio de emissao 
corresponde urn efeito de dispersiio acrescido. Em 
todos os casos represcntados na ftgura, e patente a 
intluencia dispersiva dos gradientes adversos de 
pressao na vizinhan9a parietal, a jusante da estenose. 
5- CONCLUSAO 
A metodologia numerica utilizada no presente 
trabalho provou ser estavel, versatil e robusta. Os 
testes de valida9ao, baseados na bibliografia disponi-
vel para os regimes de escoamento laminar e turbulen-
to, revelaram-se plenamente satisfat6rios, com exclu-
sao da zona de transir;:ao larn.inar-turbulento. Para alem 
dos fen6menos analisados, e, assim, legftimo projectar 
a utilizar;:iio do metodo em diversos outros dominios 
de interesse no ambito da funr;:ao respirat6ria. 
Nas previsoes aqui efectuadas, e suposta a existen-
cia de regime pennanente. Nao foi, assim, tornado em 
considerar;:ao o carncter ciclico da inversao do sentido 
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Fig 7- lnflucncia do numcro de Reynolds sobrc a dispcrsao de S02(R1fRIF 1/3). 
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(a): Rc""SO (b): Re=l 00. (c): Re=l04• (d): Rc=Sx 104• X=x/L0 Y: yfHc(cf. Fig. 2). 
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Fig 8 - lnlluencia da rc la~ao de bloqucio sobrc a dispcrsan de S02(R1/ R0=1/3, Re= 10"). 
(a): J..= 0. (b): A- 55.6%. (c): J..= 75%. (d): A-= 89% X x/Ll . Y=- y H/t (cf. Fig. 2). 
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Fig 9- lnt1uencia do raio de cmissao sobrc a dispcrsao de S02 (- 1 /3. Re- I 0~). 
6 X 8 
6 X 8 
6 X 8 
6 X 8 
(a): Rr!Ro"' 1/6. (h): Rt/1~= 1/3 (c): f~-/H0= 1/2. (d): 1~/R0=2/3. X: xl~. Y=- y=H/c (cf. Fig. 2). 
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de escoamento, inerente a altemancia: inspira~l!:o­
expira~ao. A compreensl!:o dos fen6menos ocorrentes 
na situa~ao real resultara, no entanto, consideravel-
mente facilitada por uma analise preliminar do fluxo 
em apenas urn dos sentidos. 
0 presentc estudo, cujas restri~oes deverao ser 
ultrapassadas em desenvolvimentos futuros, conduziu 
a urn conjunto de conclusoes interessantes relativas a 
influcncia que uma estenosc do tipo da que aqui foi 
considerada podc excrcer sobrc as caracteristicas do 
escoamento de base e tambCm sobrc a dispersao de urn 
clemento contaminante em solw;:ao diluida. Para 
condi~oes de regime laminar, o cscoamento resultantc 
c particularmentc scnsivel ao valor do nWnero de 
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Reynolds. Em regime turbulento, a influencia deste 
parametro sabre as dimensocs da zona de recircula~lio 
a jusante da estenose e pouco signi ficativa, revelando-
se, entao, mais importantc o valor da relafYao de 
bloqueio. Em regime laminar, a geometria da cstenose 
aprcsenta uma influencia diminuta sobre a disperslio 
do contaminante, sobrctudo para valorcs muito baixos 
do numero de Reynolds. 
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